数理パズルと数学教育 by 鹿島  秀元
人によっては 娯楽数学 とか 数学ゲーム といった名前のものをさげすむ向き
があることは予想できる．こういうものは単なる 娯楽 ではないか．単なる ゲー
ム ではないか．そんなものに価値があり得ない，と彼らは考えるかも知れない．それ
は単なる暇つぶしにすぎないと．
この文章は，マーティン・ガードナー ）の著書 パズル ）のアイザック・アシ
モフ ）による序の中に在るものである．この文章だけを読めば，人は 娯楽数学 や
数学ゲーム に対して負のイメージを抱くであろう．
だが，アシモフは序の最後の方で， 娯楽数学 や 数学ゲーム を次の様な文章で
表現している．
このような ゲーム は 本格的 数学とくらべて，より底が深いことはあっても
浅いことはない．それがより重要であってもおかしくはないし，未来の数学の前触れか
も知れないのである． ）







































相手に好きな 以下の自然数（今仮に とする）を設定して貰う． に， を










数とする．このとき， の計算結果は，積（十の位の数字） （十の位の数字 ）
の横に， の一の位の数字の積を並べ書いたものが計算結果となる．
例えば， の計算結果は，積（十の位の数字） （十の位の数字 ），つまり，
（ ） の横に，一の位の数字の積 を並べ書いた， となる．
何故だろうか．
）の略解．自然数 は， ， （ ）と表される．よっ
て， （ ） （ ）となる．
）【論理・発想】






）の略解．線香 の両端を とし，線香 の両端を とする．先ず，同時
に に着火する．線香 が燃え尽きる 分（このとき，線香 は残り




























但し，先手も後手も 回に取る碁石は 個以上 個以下とする．
）の略解．先手が最初に 個の碁石を取る．それ以降は，後手の取る碁石が 個な





個（ ）の碁石を取ることが可能で， を常に （ ） とすること


















各回の手順において，碁石を箱 に入れる場合には 個だけ，箱 に入れる場合
には 個だけ入れていくものとする．
各回の手順において，箱 ，箱 のいずれに碁石を入れるときには， さっ とい
う掛け声を回ずつ発するものとする．
）の略解． さっ という掛け声の合計回数 回とし，箱 に入れた時の掛け声の
回数を 回，箱 に入れた時の掛け声の回数を 回とすると，次の連立方程式
が成立する．これを変形すると，直ちに を得るので，箱 に
は 個，箱 には， （ ） 個の碁石が入ってい









































）より， … である． を に代入して整理すると， … を
得る．
ここで，事実 ）から は のいずれかの一つの数である．
より， となり， は の倍数でなければならない．また， は で
割ると 余る自然数なので， は の倍数となるには， も で割ると 余る自
然数でないといけないことに注意すると， と一意的に決まる．
因みに， を に代入すると， と求まり， より とな
る．よって， は 個， 個入りの 箱を手にし， と はどちらか一方が， 個，




そこで， の 人に 人の内，嘘つきは何人か？ と尋ねたところ，以下の
ような回答が得られた 人です ， 人です ， 人です ， 人
です ， 人です ， 人です ， 人です ， 人です ， 人
です ．さて， 人の内，嘘つきは何人いるか，そして嘘つきは誰かを求めよ．
）の略解．明らかに は嘘つきである（もし が正直者なら， の発言から 人
全員が嘘つきであることが真実になる．つまり， 自身も嘘つきであることになり，
が正直者であるという仮定に矛盾するので）．








この段階で，嘘つきは少なくとも ， ， の 人いることになる．従って， は
嘘つきとなる（もし が正直者なら， の発言の嘘つきは 人ということが真実であ
るので，嘘つきは ， ， の 人だけである．しかし，例えば は，嘘つきが 人
いると真実を述べていないので， は嘘つきとなってしまう．これでは嘘つきが少な
くとも 人いることになり，矛盾する）．
この段階で，嘘つきは少なくとも ， ， ， の 人いることになる．従って，
上の議論と同様にして， は嘘つきとなる．以下，順に ， ， は嘘つきとなる．
この段階で，嘘つきは少なくとも ， ， ， ， ， ， ， の 人いることに
なる．従って，明らかに の発言は真実でないので， は嘘つきとなる．
以上から，嘘つきは少なくとも の 人いることになる．また，嘘つきは 人





















ということは，事象 を ネッシーが存在する と考えると，全場合の数は存在す
るか存在しないかの 通りで， が起こる（ネッシーが存在する）場合の数は 通り






























枚 のコイン 枚が つの袋に入っている．このような袋が， 袋在る．ところ
が何者かによって， 袋の内 袋だけが，偽コイン 枚が入っている袋に取り替えられ
た．台ばかりを 回だけ使用して，偽コインの入った 袋はどれか特定せよ．
但し，偽コイン 枚の重さは，本物のコインより 軽い， とする．また，台ば
かりは を超える重さは量れないものとする．
）の略解． 個の袋に ， ， ，…， の番号を付ける． の袋からはコインを
枚， の袋からはコインを 枚， の袋からはコインを 枚，…， の袋からはコイ
ンを 枚，合計 … 枚のコインを取り出す．これら 枚のコインの重
さを台ばかりで量る．この重さは，全て本物のコインである場合の より
軽いものになっている筈である．
もし， より 軽ければ，偽コイン 枚の重さは，本物のコインより 軽い
ので， 枚の偽コインが取り出した 枚のコインの中に混ざっていることになる．





のように，分数 を分子が共に である相異なる つの分数の和として
表せ．一般的に が 以上の奇数であるとき， を分子が共に である相異なる つ
の分数の和として表せ．
）の略解． を例えば，面積 の円 つを 人で等分することと考える．先ず
つの円をそれぞれ 等分すると，面積 の断片が 個できる．面積 の断片を 人がそ




今， が奇数なので， は偶数となるので， が自然数となることに注意す
ると，一般的には， が成立する．
）【発想・論理】




そして， の順に自分の帽子は何色かと尋ねると， と は，分からないと




）の略解． と の両人が共に白色の帽子なら，白色の帽子は 個しかないこと
が事前に分かっているので， は考えること無く自分の帽子の色が赤色だと判る．し
かし， は暫く考えたのであるから， と の両人が共に白色の帽子であるというこ
とは有り得ない．
従って， ） と のどちらか一方が赤色の帽子で，他方が白色の帽子である場
合， ） と のどちらも赤色の帽子である場合の つの場合しか有り得ない．
）の場合．もし， の帽子の色が白色であれば， と の内，赤色の帽子を被っ
ている方の者は白色の帽子を 個見ることになるので，自分の帽子の色が赤色だと気付
く．しかし， も も自分の帽子の色は判らないと答えたのであるから， の帽子の
色は白色でなく赤色だと判る．
）の場合．もし， の帽子の色が白色であれば， は次のように考えて自分の帽
子の色が赤色だと判る筈である の考え もし自分が白色の帽子なら， は自分





以上 ）， ）いずれの場合も， は自分の帽子の色が赤色であると推論できる．
）【発想・論理】
川岸に 隻のボート がある．この 隻を全部向こう岸へ最短時間で運ぶこ









進数で表された自然数 を 進数で表す方法は， を で割り，商 と余り を
求める．次に を で割り，商 と余り を求める．次に を で割り，商 と余り
を求める，ということを次々に続けていく． 回目での割り算で初めて，商 が
より小さくなったとする．
このとき， 進数で表された自然数 は， 進数で 桁の数として，商 と各段




）の略解．仮想的に 円硬貨， 円硬貨， 円硬貨， 円硬貨が
あったとして， 円硬貨 枚， 円を順々に高額硬貨に両替することを考えれば良
い．
先ず， … なので， 円硬貨に両替すると， 円硬貨が 枚と 円硬貨
が 枚となる． ， ．
次に， 円硬貨 枚を 円硬貨（ 円硬貨 枚分）に両替する． … なの
で， 円硬貨が 枚と 円硬貨が 枚となる． ， ．
次に， 円硬貨 枚を 円硬貨（ 円硬貨 枚分）に両替する． … なの
で， 円硬貨が 枚と 円硬貨が 枚となる． ， ．
次に， 円硬貨 枚を 円硬貨（ 円硬貨 枚分）に両替する． … なの
で， 円硬貨が 枚と 円硬貨が 枚となる． ， ．
以上より，
となるので， 進数で表された は， 進数として と表わせる．
）【初等代数】
あるホテルの客室には， 号室から 号室までの番号が付いているのだが， と
の数字は使用していないという．
つまり， 号室， 号室， 号室， 号室， 号室， 号室， 号室， 号室，…，
号室， 号室，…， 号室， 号室，…， 号室， 号室，…， 号室， 号室，




）の略解．実際の客室数と客室番号の対応を見ると， 室目が 号室， 室目が
号室， 室目が 号室， 室目が 号室， 室目が 号室， 室目が 号室， 室目が
号室， 室目が 号室と 室揃えば，客室番号は桁が つ上がって 号室となる．
即ち，客室番号は 進法での数え方になっている．よって，客室番号が 号室の
は， 進数である．これを 進数で表せば， （ ） （ ） （ ）となり（数字
の右下の（ ）は，その数が 進数での数であることを示している），これが実際の客室
数となる．
つ目の問題は， つ目の問題とは逆に，実際の客室数である 進数での を 進






















別の例えを提示するなら， から 迄数えるのに， ， ， ，…， と 迄は普通
に数え，次からは ， ， ，…， と数え，続いて ， ， ，…，





する．例えば， と教えて貰えば，相手の誕生月日は 月 日である．どのようにす
れば，相手の誕生月日が判るのか．
）の略解．相手の誕生月日を 月 日とし，相手が教えてくれる計算結果を と
する． を 倍して， で割った余りが である． が である．
このようにして求まる理由は，次の通りである．相手にして貰う計算の仕方から，
は （ ） … である．よって， （ ）
となり， を で割った余りは， が の倍数であるので， を で割っ
た余りと一致する．ここで， を で割った余りは，
より， が の倍数であることに注意すると， を で割った余りと一致する．
は誕生月なので， から 迄の整数値をとる．即ち， を で割った余りは，
となる（商が ，余りは ）．これで の値が判明するので， を変形して，
と の値が判明する．
の場合だと， ． … と（商と余りを求めてく
れる関数電卓があれば）瞬時に， と判明し，
と瞬時に も判る．
． 油分け算 ， 百五減算
本節では，吉田光由 ）が自著 塵劫記 で取り扱っているパズル的な問題から，特












次に紹介するパズルが， 塵劫記 で取り扱われている 油分け算 と称されるもの
である．
パズル ）（問題設定，数値，単位は 塵劫記 のものと変えてある）









最後にもう一度， 枡と 枡の隙間に の油を隙間に注ぎ込み， 枡に入って
いる の油を移してやれば， 枡に の油が入っていることになる．
次に，上の解答とは違う（或る意味正統的な）他の解法を与える．これは，次のよう
な数学的なものである．
枡で 回汲み出し， 枡で 回汲み出し， の油を汲み出すものとする．但
し，整数 ， のいずれかが負の値になるが，負の値の場合は汲み戻すと解釈する．
即ち，整数 ， は， … を満たす．
明らかに， （ ） なので，この等式の両辺を 倍して，
（ ） … を得る．
， の辺々を引いて，（ ） （ ） を得る．移項して整理すると，
（ ） （ ）となる．この等式の両辺を で割ると， （ ）を
得る．
ここで，左辺の は整数なので，右辺の （ ）も整数である．従って，
と は互いに素（最大公約数が ）であるから， が の倍数でないといけない．
よって， は を整数として， と表わせる．つまり， …
となる．これを に代入して， を求めると， … を得る．
数理パズルと数学教育
ここで， ， で例えば とすると， ， を得
る．これは， 枡で 回汲み出し， 枡で 回汲み戻す（ 回汲み出す）ことを
意味している．これを元に，具体的な手順を考えれば，下の表 のようにまとめられ
る．
また， ， で例えば とすると， ， を得る．








枡に入っている油の量が ， 枡に入っている油の量が であることを示してい
るものと考える．
即ち，点 の座標（ ）が， 枡， 枡にそれぞれ ， の油が入っている状
態を表しているものと考える．
例えば，下図の点 の座標は，（ ）なので， 枡には ， 枡には の油が








左斜め上（ ）の移動は， 枡に入っている油を 枡へ移すことを意味し，
右斜め下（ ）の移動は， 枡に入っている油を 枡へ移すことを意味してい
る．
数理パズルと数学教育
上述したことからパズル は， 地点の座標（ ）の（ 枡， 枡の両方に油




尚，上図の各矢印の先の点 … の座標はそれぞれ，パズル の解答で与え
た表 の手順の 回目， 回目， 回目，…， 回目の 枡， 枡の状態に対応し
ている．




パズル ）（問題設定，数値は 塵劫記 のものと変えてある）
意中の人の年齢は，気になるものだが， あなたの年齢を教えて下さい などと聞け
ない．不躾で，無粋である．
そこで，意中の人に あなたの年齢を で割ったときの余り， で割ったときの余
り， で割ったときの余りを教えて下さい と聞けば，どうだろう．
仮に， で割ると 余り， で割ると 余り， で割ると 余る，と教えてもらった
場合，意中の人の年齢が，すぐに判りますか．
年齢を 歳とすると， … ， … ， … （ は整
数）と表される．
， の辺々を引いて， （ ） となり，整理して， … を得
る．また， （ ） （ ） … である．
， の辺々を引いて，（ ） （ ） となり，整理して，







（最大公約数が ）であるから， が で割り切れないといけない．つまり，
は の倍数である．従って，ある整数 により， ，つまり， … と
なっていないといけない．
を に代入して整理すると， … となる．
次に， ， の辺々を引いて， （ ） となり，整理して，
… を得る．また， … である．
， の辺々を引いて， （ ） （ ） となり，整理して，







（最大公約数が ）であるから， が で割り切れないといけない．つまり，
は の倍数である．従って，ある整数 により， ，つまり， … と
なっていないといけない．
を に代入して整理すると， … となる．






ある整数 を で割ると 余り， で割ると 余り， で割ると 余るとき，ある
整数 は， の値を計算し，その値から の倍数を増減させれば良い．
特に， が年齢である場合は， の倍数を減ずることになる．このことが 百五減
算 と称される所以である．
パズル の場合だと， ， ， なので， となる．






少し語句の準備をしておく． 整数 ， の差が整数 の倍数であるとき， と と
は を法として互いに合同であるといい， （ ）と表わす．もし，整数 が
を満たしていれば， は を で割ったときの余りである．
定理（ ）






を満足させる整数は， … を法としてただ つだけ存在する．
また，整数 は … （ ）として，与えられる．但
し，整数 ， ，…， は， ， ，…， である．また，




今の場合， ， ， であり，これらはどの つをとっても，互いに素
であるので上述の定理を適用できる．また， であるの
で，整数 ， ， は， ， ，
である．
また，整数 ， ， は， （ ）， （ ），
（ ）を満たす整数でれば何でも良いのだが，今仮に ， ， とする．
従って，上述の定理より， （ ）
と，整数 は を法として と求められる．











パズル 下図のように，点 を中心とする半径 の円 があり，円 の内部に長方形









注意すると，（ ） （ ）より，
（ ）（ ） を得る．
即ち， ．
ピタゴラスの定理より， だから， ． よ
り， ．
上述の数理パズルは，長方形の 本の対角線の長さは等しいという本質を見抜きさえ














パー日本人 関孝和 世界水準の“和算”を創り出した男 （平成 年 月 日に放
映）で紹介された算額（京都の長岡天満宮に保存されている．奉納者は今堀彌吉，
歳）の問題を紹介する．








































） （ ）．アメリカの数学者，著述家，アマチュア手品師． サイエンティ
フィック・アメリカン （ ）誌上で 年 年の 年に亘って連載したコラ
ム 数学ゲーム （ ）で著名．生涯で 冊以上もの著作がある．
） パズル マーティン・ガードナー著，上島健吉訳，紀伊國屋書店， 年．この書物は，アイ































ル，出版年を以下にまとめておく 頭の体操 第 集 パズル・クイズで脳ミソを鍛えよう ，
頭の体操 第 集 百万人の脳ミソに再び挑戦する ， 頭の体操 第 集 世界一周旅行をパズル
でやろう ， 頭の体操 第 集 これがカラー・テレビ式パズルだ ， 頭の体操 第 集 天
才のパーティに参加しよう ， 頭の体操 第 集 タイムマシンの大冒険 ， 頭の体操 第
集 脳ミソのジャングルを冒険しよう ， 頭の体操 第 集 夢と冒険のファンタジー・パズル
， 頭の体操 第 集 びっくり地球大冒険 ， 頭の体操 第 集 銀河アドベンチャー・ツ
アーへようこそ ， 頭の体操 第 集 夢のスーパー・ベースボール・パズル ， 頭の体操
第 集 脳ミソ耐久ラリーへ，ようこそ ， 頭の体操 第 集 開催！パズル・オリンピック
， 頭の体操 第 集 世界の不思議を探険しよう ， 頭の体操 第 集 挑戦 頭のワールド
カップ ， 頭の体操 第 集 めざせ！超発想の鉄人 ， 頭の体操 第 集 スペシャル 謎
の館への招待状 ， 頭の体操 第 集 迷宮心理篇 名探偵に挑戦しよう ， 頭の体操 第
集 頭脳改造篇 魔宮からの脱出 ， 頭の体操 第 集 真夏の夜の夢篇 ， 頭の体操 第
集 史上最大！魅惑のマジックパズル ， 頭の体操 第 集 電脳空間 つの発想 ， 頭の
体操 第 集 永遠の謎篇 ， 頭の体操 四谷大塚ベストセレクション 脳内宇宙開発プロジェク
ト発進！ ．
